Kuyruk Teorisi(Y. L.)

1. Hafta

Giris ve Temel Tanimlar

Giinliik hayatta hizmet alabilmek i¢in kuyrukta bekleyen insanlar ya da araclarla her
zaman karsilasmak miimkiindiir. Ornegin hastanelerdeki hasta kuyrugu , otomatik para cekme
makinelerinde maas almak i¢in bekleyenlerin olusturdugu kuyrugun yan sira askeri alanlarda

da kuyruk teorisinin bir gok uygulamasi mevcuttur.*

Motorize araglarin dar bogazlar ve gegitlerden intikalleri ile olusturdugu kuyruklar ,
mayinli sahalardan geciste emniyetli ilerleme saglamak i¢in acgilan gediklerden ilerleme
neticesinde meydana gelen kuyruklar. Askeri birlik ve mithimmatin karargah yerlerine intikali
toplanmas1 ve depolanmasi halinde olusan kuyruk , ugak ve helikopterlerin pistlerdeki
beklemesi veya inmek icin havada beklemesi hallerinde hava alanlarinda olusturulan
kuyruklar , gemilerin tersanelerde beklemeleri halinde demir atmig gemilerin kuyrugu ,

bozulan makinelerin tamir atdlyelerinde olusturdugu kuyruk gibi bir ¢ok 6rnek verilebilir.

Cesitli nedenlerle bu  tiirdeki bekleme ve yigilmalar bekleme hatt1 teorisin
cergevesinde ele alinmaktadir. Bekleme hatti teorisi daha ¢ok kitlesel olaylarla
ilgilenmektedir. Bu nedenle bu teori istatistigin alanina da girmektedir. Bekleme hatt1 belirli
bir donemde bir veya birkac yere gelen miisteriler siparisler makine bozulmalar islenecek
malzemeler gibi birimlerin sayilariin gecici veya stirekli ayn1 donemdeki mevcut is yapma

veya hizmet kapasitesinden daha fazla olmas1 halinde ortaya ¢ikmaktadir.?

Yoneylem Arastirmasi ve Sistem Analizi disiplinlerinin en énemli yontemlerinden biri
olan kuyruk teorisinin ortaya ¢ikis tarihi her iki displinden ¢ok oncelere gider. Bekleme hatti
probleminin incelenmesi ile ilgili ilk ¢alismalar 1909 yilinda A.K.Erlang tarafindan telefon
sebekeleri tlizerinde yapilmistir. Erlang Danimarka’da Kopenhag Telefon Sirketi miihendisi
olarak gahsmaktayd1.3 Daha sonralart C.Molina’nin 1927 ‘de ve C.Fry’in 1928 de yayinlanan

eserleri bu alanda ilk goriilen 6nemli ¢aligmalardir. Fakat bu donemdeki ¢aligmalar Erlang’in
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telefon sistemlerindeki sira bekleme sorununu inceleyen arastirmalarin bir degerlendirmesi

niteligindeydi.*

Bekleme hatt1 problemlerinin daha genis kullanimi ise II. Diinya Savasinda ve bunu
takip eden yillarda ortaya ¢ikmustir.ikinci diinya savasinda cepheden sag selamet gelen
ucaklar kismen inis iznini beklerken vurulmus kismen de havaalani iizerindeki bekleme alanin
da yakit bitmesinden diismek zorunda kalmistir. Bu gelismeler dolayisiyla askeri yetkililerin
kendi hava alanlarinda sonucu ¢ok kotii olan bekleme siirelerinin asgariye indirmek igin
¢oziim aradiklar1 bilinmektedir. Bu amagla bekleme hatti teorisinden biiyiikk Olciide

yararlanilmistir.

1930 ve 1950 arasindaki donemde Crommelin, Pollaczek , Khintchine , Kolmogorov
ve Palm gibi bilim adamlar1 kuyruk teorisinin gelisimine dnemli katkilarda bulunmuslardir.
Crommelin telefon sistemlerinde bekletilen telefonlarla ilgili olarak olasilik formiilleri
gelistirdi. Pollaczek ve Khintchine Poisson gelisli , degisen ve sabit zaman servisli tek kanalll
sira bekleme sistemleri icin Pollaczek-Khintchine formiiliinii gelistirdiler. Palm degisen trafik

o e Ce. .5
yogunluklarinin etkilerini ve bekleme zamanlarinin momentlerini inceledi.

Telefon sistemlerinde sira bekleme sorununu inceleyen 1930’lardan Onceki
caligmalara karsilik , yukarida adi gegen ve genellikle teorisyen olan bilim adamlar1 bir ¢ok

karmasgik stokastik faaliyetleri kapsayacak genel modeller gelistirmeyi amagladilar.®

Paralel kanall1 bekleme hatti1 sistemleri ile ilgili ¢aligmalara kisaca su sekildedir: Singh
(1968) bloklu Markov kuyruk sistemi ve heterojen iki kanali incelemistir. Bell(1974)
M /M /c sistemlerde taginabilir ve kapatilabilir hizmet birimlerini ele almistir. Seth (1976)
servis stireleri farkli olan , miisteri gelisleri Poisson dagilimli , bekleme hatti bulunan iki
kanalli kuruk sistemini incelemistir. Everitt (1983) M/M/c sisteminde ayriliglart
incelemigtir. Kumar ve Lin 1984°te iki heterojen kanalli kuyruk sistemi i¢in optimal kontrol
caligmast yapmustir. Jain ve Temleton (1991) M /M /2 kuyruk sistemi igin giiven araligini

ele almistir.
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Stokastik kuyruk sistemlerinin analiz edilmesi i¢in asagidaki tammm ve kavramlar

veriliyor:

Tanim. (Q,F,P) olasilk uzayr olsun. Bu uzayda tanimlanan { X, t >0} tesadufi
degiskenler ailesine stokastik slire¢ denir. Burada t - zamana iliskin parametredir.

Tanim. X, slrecinin alabilecegi degerler kiimesi R, ile t parametresinin alabilecegi degerler
kiimesi de T ile gosterilir. Bu baglamda R,’e durum uzayi, T ye ise indis kiimesi ya da
parametre kimesi denir. R, = (—oo, ) ve T =(0,°0]. Durum uzayi E ile de
gosterilebir.

Eger T = (—oo, oo) ise X, ye stokastik fonksiyon denir ve { X;, T } ile ifade edilir. Stokastik
slregler durum uzayina ve parametre kiimesine gére dort kisma ayrilir:

- Kesikli ( siirekli ) parametreli kesikli (stirekli) durum uzayli stokastik siireg.

X: =k, k€ R, oldugunda stokastik sire¢ t aninda k durumundadir. Stokastik slire¢
tesadiifi degisken kavraminin genel hali tesadifi degisken kavrami da stokastik slreg
kavraminin 6zel halidir.

t = to gibi bir sabite esit oldugunda stokastik sire¢ X; gibi bir boyutlu tesadiifi
degiskene donusur. t € {t,,t,} alabiliyorsa stokastik stire¢ iki boyutlu tesadufi degiskene
dénisir, (X¢,, X¢,) bicimindedir. t € {t;,t;, - ,t,} icin stokastik siire¢ n boyutlu
tesadufi degiskenler vektoriine donisir, yani (th Xy o o Xty )

Tanim. { X;,t > 0} bir stokastik sire¢ olsun.Egern=1,2,..ve 0< t; < t, <

< tp St <ooigin X, -Xe,, e, Xp, Xy, , tesadifi degiskenleri bagimsiz iseler bu
strece bagimsiz artimli stirec (B.A.S.) denir.

Tanim. { X;,t > 0} bir stokastik sire¢ olsun.Eger n=1,2,... , h>0ve t; < t, <
< thSt<ow icin Xeoonr Xegopr 0 Xeyyp, degiskenlerinin ortak dagilimi ile
Xeyr Xepo o) Xg,, degigkenlerinin ortak dagiimi ayni ise bu surece duragan sireg denir.

Boylece duragan sirecin dagilimi, baslangic zamanindaki degisimle etkilenmeyecek ve
herhangi bir h > 0 i¢in X, ile Xt ayni dagilima sahip olacakt

Markov kuyruk modellerinin teskil edilmesi ve analizinde Poisson siirecinin bilinmesi gerekir
bu baglamda Poisson siireci ve 6zellikleri asagida veriliyor.

Poisson Siireci

Tanim. Eger asagidaki kosullar saglanirsa {X;,t > 0} sayma sureci bir Poisson stireci olarak
adlandirilir. Poisson siireci stirekli parametreli kesikli durum uzayli stokastik siregtir.

1. XO = O
2. X; bagimsiz artiml suregtir.

3. Herhangi bir t aralik uzunlugundaki olaylarin sayisi At ortalama ile Poisson dagilmistir.
Yanitim t > 0 igin



Bu 3. 6zellik Poisson stirecinin duragan artimli ve E(X;) = At oldugunu gosterir.
Poisson siirecinin varyansi ve kovaryansi

a) E(X) = Yoo kP(Xy = k) = At

V(X)) =EQX) —EX)? =EXH — () = (A)* + At

EBu ifade varyans formuliinde yerine yazilirsa;

V(X,) = (A)? + At — (At)? = At

b) Vs, t > 0icin Cov(X;,Xs) = Amin(t,s)

Poisson stirecinin 6zellikleri

e—lh(lh)k

P k=0.1,..

1. h> 0iken, Xy~ Pois(Ah), f(xy) =
a) P(X, =0)=1—2h + o(h)

b) P(Xy=1)= h + o(h)

¢) P(X, =2) = o(h)

2. Poisson siirecinin gelis anlar t; < t, < --- < t,, olsun. Bunlara sigrayis anlari denir. Bu dizi
bagimsiz artimh bir dizidir.

T]_:tl_to ,Tzztz_tl ) e lTn:tn_tn—l

a) Ty ler A parametreli tistel dagilima sahiptirler .
b) Ti ler bagimsizdir veya t; ler B.A.

3. {X;,t =0} ve {Y;,t = 0} ortalama oranlari 4, ve 1, olan bagimsiz Poisson sirecleridir.

Z; = X¢+Yr seklinde tanimlandigina gore {Z,t€T} olmak Uzere A=1,+ 41,
Parametresi ile Poisson sirecidir. Yani Poisson siireci toplama islemine gore kapalidir.

Odev. {Xt(l), t> O}, {Xt(z), t=> 0} R {Xt(n) , t = O} , n-tane bagimsiz stokastik
sireg veriliyor ve ortalama oranlan sirasiyla A4, 45, ..,4, ve A=Y, A; olarak
alindiginda Y; = ?let(l) nin de bir Poisson sireci oldugunu gosteriniz.

4. {X;,t = 0}, A parametreli Poisson sireci olsun. t; < t, < --- gelis anlaridir.
X: = 1 kosulu altinda t; gelis ani (0, t) araliginda dizgiin dagilima sahiptir.

5. {X;,t = 0} poissonsireci ve 0 <t; <t,<-<t,<t< o busilrecin gelis anlaridir.
Her bir gelis ani p olasiligi ile saglaniyor veya 1 — p = q olasiligi ile saglaniyor. N, ile (0,t)
araliginda yerlesen ve saglanan gelislerin sayisini gosterelim. Bu durumda N; , Apt
parametreli Poisson dagilimina sahiptir. Yani N, nin Poisson sureci olabilmesi igin,



a. N, =0
b. N, B.AS.

c. N¢'nin gelis anlari X;'nin gelis anlaridir.

e_lpt(/lpt)k

P(N, =k) = o , k=012,..
6. {X;, t =0} A parametreli Poisson siireci olsun. t; < t, < - ‘ler gelis anlandir. X; = n
kosulu altinda (0,t) araliginda tq,t,, .. , t, gelis anlarinin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonunu
f(xq, x5, .00, X [ Xg=m) = lr'l ; X <Xy << Xy

t

Bu ayni zamanda n tane sira istatistigi olan tq,t,, ..., t,” lerin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonudur.

7. A parametreli Poisson siirecinde n.gelis ani nve A parametreli gamma dagilimina
sahiptir. Yani t;,"in olasilik yogunluk fonksiyonu

_ A(Ax)n—le—lx .
ft"(x)_—r(n) , ; A>0, x>0

8. {X;, t =0} A parametreli Poisson siireci olsun. t; < t, < --- ‘ler gelis anlaridir. ty,t,,
..., tn gelis anlarinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu

fu(Xy, Xp )Xy )= AMe™n - X <x, << Xy,



